Kapitel 6

Mechanik des starren Korpers

Ein starrer Kérper ist dadurch gekennzeichnet, dass er seine Form unter dem Einfluss fusserer Kriifte
nicht éndert.

Wir denken uns den Korper aus kleinen Massenelementen Am; zusammengesetzt. Fiir alle Paare Am;
und Am, ist der Abstand

Fy — Fj] = konstant.

Schwerpunkt: Der starre Korper ist ein Spezialfall eines Systems von
Massenpunkten. Nach (42) ist die Schwerpunktskoordinate gegeben durch

R= (Z Am; - 7)/m. wobei m = Z Am.

Wenn wir den Ubergang zu differentiell kleinen Massenelementen dm ma-
chen, geht die obige Summe in ein Volumenintegral iiber:

(59) R=(1/m) ||| #-dm, ||| dm=m.

() L

Wenn die Massenverteilung eines Korpers durch die ortsabhiingige Dichte o(7) kg/m’ gegeben ist,
wird die Lage des Schwerpunktes folgendermassen berechnet:

(60) R=(1/m)- [[[ -0 -dV, (ofF)-dV = dm)

Das Volumenelement 4V ist in kartesischen Koordinaten dV = dx - dv - dz.
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Um die Lage eines starren Korpers im Raum eindeutig festzulegen, bendétigen wir die Angabe von
sechs Koordinaten. Wir markieren einen Punkt des Korpers, z.B. den Schwerpunkt S, und fixieren
dessen Position durch drei Koordinaten, wir haben

3 Freiheitsgrade der Translation.
Bei festgehaltenem Punkt S kann jeder andere Punkt sich auf einer Kugelfldche bewegen (,.kreiseln®).
Mit zwei Koordinaten konnen wir die Position einer dieser Punkte auf der Kugel festlegen (analog
Linge und Breite auf der Erdkugel). Diese beiden festen Punkte definieren eine Achse, um die sich

der Korper drehen lisst, so dass noch eine Winkelangabe erforderlich ist. Somit besitzt der starre
Korper

| 3 Freiheitsgrade der Rotation.

Betrachten wir eine bestimmte Anfangslage A eines starren Korpers, der in eine beliebige Endlage B
gebracht werden soll, so kann dies immer in zwei Schritten erreicht werden.

a) Durch eine reine Translation, wobei der Schwerpunkt um den Translationsvektor T = R'(B) - ﬁ(A)
verschoben wird. Jeder andere Punkt wird um denselben Vektor 7' verschoben.

b) Durch eine reine Rotationsbewegung um den Schwerpunkt.

| Der starre Korper besitzt 6 Freiheitsgrade.



6.1 Drall und Drallsatz fiir ein System von Massenpunkten

Im Abschnitt 2.5 haben wir fiir einen Massenpunkt die Begriffe Drehmoment und Drall bezogen auf
einen festen Drehpunkt eingefiihrt. Besteht ein System aus vielen Massenpunkten Am;., so addieren
sich deren Drehimpulse E,- = Am; - 7 x V; zum Gesamtdrall

L= ZE! und es wird dL/dt = Z dl;/dt.
Nach dem Drallsatz (39) fiir einen Massenpunkt ist aber

dLjdt = M., mit dem Drehmoment M, =7 x F..

F:- bedeutet die Summe aller Kriifte (innere und &dussere), welche an Am; angreifen. Die zeitliche
Anderung des Gesamtdralls ist jetzt

dL/df = E 7 % Fr.
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Beim Summieren heben sich jedoch die Momente der inneren Kriifte paarweise auf. Um dies einzuse-
hen geniigt es, die Momente M(int) der inneren Kriifte zweier Elemente Am; und Amy, zu betrachten:

M(int) = F X Fy+7 x Fyg, undwegen Fy; = —Fy giltauch
M(int) = (Fi—#)x F.
Dieses letzte Vektorprodukt verschwindet aber, weil wir voraus-

setzen, dass Fy; auf der Verbindungsgeraden der beiden Massen-
elemente liegt, also parallel zu 7 — 7 ist. Wir erhalten damit den
Drallsatz.

| (61) dLjdi = M(exs). Dralisatz.

Die zeitliche Anderung des Gesamtdralls ist gleich dem resultierenden Drehmoment,
der am System angreifenden dusseren Kriafte, bezogen auf denselben raumfesten
Drehpunkt.
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Der Drallsatz (61) gilt ganz allgemein fiir jedes System, nicht nur fiir starre Korper. Wirken keine
Drehmomente #usserer Kriifte auf das System, ist ¢/ /dr = 0 und der Drall ist eine Konstante der
Bewegung. Es gilt dann der Satz von der Erhaltung des Drehimpulses:

| Der Gesamtdrall eines freien Systems bleibt nach Grosse und Richtung konstant.

Bemerkung: Wie oben gezeigt wurde, ist der Drallsatz im Rahmen der Punktmechanik und unter
Voraussetzung von Zentralkriften zwischen Punktepaaren eine Konsequenz der Newtonschen Axio-
me. Diese Voraussetzungen sind in der Natur nicht unbedingt erfiillt, so dass wir den Drallsatz lieber
als zusiitzliches und in der Erfahrung begriindetes Axiom der Mechanik auffassen wollen.
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6.2 Rotation des starren Korpers um eine raumfeste Drehachse

Wir legen durch einen starren Korper die raumfeste Drehachse A. Es bleibt jetzt nur noch der Dreh-
winkel ¢ Eﬂs Freiheitsgrad. Alle Massenelemente bewegen sich mit der gleichen Winkelgeschwindig-
keit & = dg/dr auf Kreisbahnen. Fiir das Massenelement Am; ist der Betrag der Geschwindigkeit

(62) vi=w-F-sina; oder v;=w-ry.

wenn r;4 den Abstand von der Drehachse A bedeutet. Fiir den Vektor v; konnen wir schreiben

| (63) Vi=dxF.

Nun betrachten wir den Drall Ef- von Am; beziiglich des auf der Dreh-
achse liegenden Ursprungs O. Gemiiss(37) ist

Eg' = ﬂ.mg N ?: > ‘?.i‘ Uﬂd Lg' = ﬁm; - Fi - Vi,

weil 7 und V; wegen (63) normal zueinander stehen.

Wichtig:

E,- ist nicht parallel zu &, sondern schliesst den Winkel /2 — @; mit der Drehachse ein.
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Wichtig:

E,- ist nicht parallel zu &, sondern schliesst den Winkel /2 — «; mit der Drehachse ein.
Die Komponente L;4 von fr- auf die Drehachse wird

. )
Liy=Am;-ri-v;-sina; oder Ljy=w-Am;-rj.

Durch Summation aller Beitriige L;4 erhalten wir nun die Komponente L, des Gesamtdralls L auf die
Achse A:

2
L_,q :{U*Zﬂmr."‘ﬂ.
i

Die hier auftretende Summe, deren Wert durch die Massenverteilung relativ zur Drehachse A be-
stimmt ist, bezeichnen wir als Triigheitsmoment beziiglich A.

64) I, =5 r -Am: oder I, = [r* -dm. Trigheitsmoment.
A £ i A 4 =

A ’
LA

Damit wird die Drallkomponente auf die Drehachse A

1(65) Ly=14 .

Wenn die Komponente L, von L senkrecht zur Drehachse bei der Summation verschwindet, nennen
wir A eine Haupttrigheitsachse. Dies ist z.B. der Fall, wenn A eine Symmetrieachse unseres Korpers
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Krebsnebel (NGC 1952




Pulsar im Krebsnebel (NGC 1952)

Uberreste einer Supernovae-Explosion
im Jahr 1054. 6300 LJ entfernt.

Der Pulsar dreht sich in 30ms um
seine Achse. Pro Tag erniedrigt sich
die Periode um 60ns.

Der Pulsar ist eine intensive
Rontgenquelle und erzeugt auch
Gas-Jets. . OPTICAL
m=103%g; R=10km!

P=103"W vgl. Sonne P=102°W
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Erhaltung
des Drehimpulses (Drall)

E = CONsSt.

Pirouette im Eiskunstlauf

Exp: Drehschemel mit Hanteln
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ist, wo zu jedem Am; symmetrisch liegende Elemente Am, existieren. Dann sind Lund & parallel. Es
ailt:

| (66) L= I, - @ fiir Haupttriigheitsachsen.

Man kann allgemein zeigen, dass jeder beliebig geformte Korper mindestens drei Haupttriagheits-
achsen besitzt, die orthogonal zueinander stehen. Symmetrieachsen sind Hauptachsen, aber nicht jede
Hauptachse ist Symmetrieachse.

Exp: L nicht parallel w



6.2.1 Berechnung von Triigheitsmomenten. Satz von Steiner

Zur Berechnung der Trigheitsmomente, bezogen auf eine Symmetrieachse homogener Korper (kon-
stante Dichte), geben wir drei einfache Beispiele.

1. Dilnnwandiger Hohlzylinder

Alle Massenelemente haben von der Zylinderachse denselben Abstand
R. Somit ist

Iy=[r;-dm gerade Iy=m- R,




2. Vollzylinder

Wir zerlegen den Zylinder in konzentrische Hohlzylinder der Wandstirke dr. Die Masse eines solchen
Hohlzylinders ist

dn=2-n-0-r-1-dr (Dichte o)
und sein Trigheitsmoment dly =2-7-0-1-r* - dr.

Integration iiber alle Hohlzylinder ergibt

R
Ihn=2-7-0-1-[r’-dr oder I,=2-m-0-1-R*/4.
0

Mit der Gesamtmasse m = o - - R* - [ fiihrt dies auf

Iy =m-R"/2.




3. Langer, diinner Stab

Das Massenelement dm = o - g - dx (Querschnitt g) an der Stelle x liefert den Beitrag d/4, zum
Tragheitsmoment

X=+Lfp

0-q-x -dx und Integration ergibt %

+12 x ﬁ

Iy = o0-q- J xPedx, Iy=0-q-2-(1/2)/3.

—1/2

dly

dx

Mit m = p-g-1 folgt: [I,=m- /12
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Satz von Steiner

Zur Berechnung von Triigheitsmomenten beziiglich Achsen, die nicht Symmetrieachsen sind, ist der
Satz von Steiner oft sehr niitzlich. Er lautet: Das Trigheitsmoment /4 einer um A aus dem Schwer-

punkt parallel verschobenen Achse ist gleich der Summe aus dem Trigheitsmoment /5 fiir die Schwer-
punktsachse und m - @’

| Iy =1Is + m-a*

Exp: Satz von Steiner



6.2.2 Starrer Rotator
Ein starrer Korper, der um eine raumfeste Achse A drehbar gelagert ist, soll unter der Wirkung eines
achsenparallelen iusseren Drehmomentes M, (ext) eine Winkelbeschleunigung dw/dt erfahren. Wir
interessieren uns fiir den Drehwinkel ¢(f), wenn der Rotator am Anfang ruht. Aus dem Drallsatz (61)
folgt fiir die Komponente L, des Drehimpulses:

Aje dLy/dt = Myl(ext).

Mit Ly = I - w folgt die Bewegungsgleichung

(70) dw/dt = Mylext)/ly oder d ¢/dir" = Milext)/],.

Wenn das Drehmoment M4(ext) durch das Gewicht m; - g erzeugt
wird, miissen wir beachten, dass nicht nur der Rotator, sondern auch m, selbst beschleunigt wird. Da
my dieselbe Beschleunigung erfdhrt, wie ein Punkt auf dem Radius Ry kann man sich m; auf dem
Kreisradius Ry gleichmissig verteilt denken, so dass das Trigheitsmoment /4 des Rotators scheinbar
um m;j - Rﬁ vermehrt wird. Durch Integration von (70) erhalten wir dann:

defdt = (my-g-Rof(l4 + m]Rf,]} -t und

e(f) = (my-g- Ro/2(Iy + mR})) - 1.

Die Beschleunigung von m; nach unten ist dann a = Ry, - dw/dt, also

a=g-my- (3)/(1,, - m]R(;),

was offensichtlich im Grenzfall /4 = O richtig ist (a = g).
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6.2.3 Physikalisches Pendel

Das physikalische Pendel ist ein starrer Korper, der unter dem Einfluss der
Schwerkraft um eine feste, horizontale Achse schwingt.Es sei 5 der Ab- Pt ]
stand des Schwerpunktes S von der Drehachse A. Die Lage ist durch den
Winkel ¢(f) zwischen s und dem Lot durch die Drehachse festgelegt. Die Z s
Bewegungsgleichung fiir ¢(r) lautet nach (70) fiir kleine Auslenkwinkel "T"

¢ (sing = p):

d*pldt*=—m-g-s-@/ly oder

(71) d*/dt* + (m-g- s/I4) - ¢(t) = 0.

Dies ist nach (19) gerade die Differentialgleichung der harmonischen Schwingung mit der Lisung

@(t) = @p - sin(wt + ¢), wobei W' =m- g-s5/ly ist

Fiir die Schwingungsdauer 7" des physikalischen Pendels erhalten wir damit

‘ I =2-n- \_-"'!_.:, f(m-g-s).

Die Linge

lgep = Ly /(m - 5), reduzierte Pendellinge

entspricht der Linge eines mathematischen Pendels, welches dieselbe Frequenz besitzt wie das vor-
liegende physikalische Pendel.



6.3 Energie des starren Korpers

Rotiert der starre Korper mit @ um die Achse A. so betriigt die kinetische
Energie eines einzelnen Massenelementes

Am;i -vij2 = Am;i-w* -1 /2

Die gesamte kinetische Energie der Rotationsbewegung ist dann

E(rot) = w*/2-Y Am;-1 oder

(72) E(rot) = I4-w*/2, Rotationsenergie.
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Um dem Korper diese Rotationsenergie zu erteilen, muss eine entsprechende Arbeit durch das bei
der Winkelbeschleunigung wirkende Drehmoment M aufgewendet werden. Wir wollen annehmen,
dass eine in der Normalebene zur Drehachse liegende Kraft F im Punkt 7 angreift, so dass sie das

Drehmoment

My=F - -r-cosf erzeugt

Bei der infinitesimalen Drehung um den Winkel de wird F lings des
Weges dr = d_{:c x I verschoben und leistet die Arbeit

dW =F -r-cosfB-de oder dW =M, -dg.

In vektorieller Schreibweise gilt somit

| (72) dW = M -dp, Dreharbeit.

Fiihrt der starre Korper eine allgemeine Bewegung aus, so konnen wir diese immer als Uberlagerung
einer Translationsbewegung des Schwerpunktes mit einer Rotationsbewegung um eine Drehachse
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durch den Schwerpunkt auffassen. Wir heften ein Koordinatensystem S, an den bewegten Schwer-
punkt S, wobei die Achsen von S, immer parallel zu den Achsen eines Inertialsystems 5 stehen
sollen. Die kinetische Energie E(kin) im Inertialsystem ist

Ekiny = (1/2) [dm-7, odermit # = (Rs+7):
Ekiny = (1/2) [dm-Rs +(1/2)- [dm -7, +(1/2)-2-Rs - [dm- 7.
Nun verschwindet aber das letzte Integral, weil im Schwerpunkt-

system d/dr - J'ﬂ,'m - 5 gerade null ist. Das zweite Integral stellt 5!"32 ,
die kinetische Energie im Schwerpunktsystem dar, welche aber H:g‘"s-i '\:r n'ﬁ’
beim starren Korper eine reine Rotationsenergie um eine Schwer- J °
punktsachse ist. Das erste Integral bedeutet die Translationsener- N
gie m - VSE,.F 2 der im Schwerpunkt S konzentriert gedachten Ge- S
samtmasse m. Ist ein dusseres, konservatives Kraftfeld vorhanden,
konnen wir dem Korper noch eine potentielle Energie zuordnen. ” X
Wir wollen nur den Spezialfall des homogenen Gravitationsfeldes Q >4
£ betrachten. Hier gilt:

T}

E(pot) = —-¢ - jhdm -#;  oder E(pot)=-g- rdm(ﬁg + 7).

L=



-g- [ dm-Rs = m-g-hs ist die potenielle Energie der im Schwerpunkt konzentrierten Gesamtmasse.

Das Integral —g - f "dm - 7, verschwindet wiederum, d.h. im homogenen #usseren Kraftfeld indert eine
Drehung des K(‘jrbers um den Schwerpunkt die potentielle Energie nicht oder anders ausgedriickt: das
Drehmoment des homogenen dusseren Feldes bezogen auf den Schwerpunkt ist null. Mit i als Hohe
des Schwerpunktes und /5 als Trigheitsmoment beziiglich der Drehachse durch den Schwerpunkt
erhalten wir schliesslich fiir die Gesamtenergie £ im homogenen dusseren Kraftfeld

o By ;
| (73) E=m-g-hs+m-Vg/2+15-w/2.

Die Gesamtenergie ist gleich der Summe von potentieller und kinetischer Energie der im Schwerpunkt
konzentrierten Gesamtmasse und der Rotationsenergie um die Drehachse durch den Schwerpunkt.
Zwischen den physikalischen Grossen fiir Drehbewegungen und jenen fiir Translationsbewegungen
besteht offensichtlich eine Analogie, die eine niitzliche Gedichtnisstiitze darstellt:
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Analogien

Translation:

Ort
Geschwindigkeit
Beschleunigung
Masse

Kraft

Impuls

E(kin)

Arbeit
Impulssatz

F

V=7

a=r

m

F

p=m-V
m-vi/2
dW = F - dr
d}:fdr =3

Rotation:
Drehwinkel

Winkelgeschwindigkeit
Winkelbeschleunigung

Trigheitsmoment
Drehmoment
Drehimpuls (Drall)
E(rot)

Dreharbeit
Drallsatz

=TI =11
I
p=TRh 7]

Iy

Jﬁ

L=1I-&
A

dW = M - dy

d(l, - &)/dt = M
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6.4 Gleichgewicht starrer Korper

Wir verzichten hier auf eine ausfiihrliche Behandlung der Statik, wollen aber einige grundsiitzliche
Dinge festhalten. Ein Korper ist im Gleichgewicht, wenn er weder eine Translations- noch eine Win-

kelbeschleunigung durch dussere Krifte erfihrt. Aus dem Schwerpunktsatz (44) und dem Drallsatz
(61) ergeben sich dann die Gleichgewichtsbedingungen

| (74) S Flex)=0 und 3 M(ex)=0.

Die Resultierende der dusseren Kriifte und die Summe der Drehmomente dieser Krifte bezogen auf
einen beliebigen Punkt miissen verschwinden.
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Begriff des Kriftepaares:

Zwei gleich grosse, entgegengesetzt gerichtete Kriifte mit verschiedenen Wirkungslinien bilden ein
Kriiftepaar, dessen Drehmoment M = 7 I nicht vom Bezugspunkt abhiingt.

Ubungsaufgabe:
Zeige, dass das Drehmoment eines Kriftepaares unabhiingig vom ge- e i s i
wiihlten Drehpunkt immer gleich gross ist.

Reduktion von Kriaftegruppen:

Greifen Einzelkriifte F ; an den Punkten 7 an, so kinnen sie immer ersetzt werden durch eine im
Ursprung angreifende resultierende Kraft F = > F; und ein Kriftepaar, dessen Drehmoment M =
Y (7 % F;) ist.
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Statisch bestimmtes System:

Ein System heisst statisch bestimmt, wenn sich aus den eingepriigten dusseren Kriften die zum
Gleichgewicht fithrenden Reaktionskriifte (Auflagekriifte) eindeutig bestimmen lassen,

Beispiel: Auflagekriifte des gewichtslosen, mit F belasteten Balkens.

a) F'+F'.4+F'H:D i-e—a—-.-[z:
¥
b) Fy-d—F-a=0 : R
I (")

Losung: Fy=F-(d—a)/d. Fg=F -a/d.
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Gleichgewichtsarten:
Wir betrachten als Beispiel ein physikalisches Pendel in drei verschiedenen Situationen:

a) Der Schwerpunkt liegt senkrecht unter der Drehachse. Das Gleichgewicht ist stabil. Eine kleine
Verriickung fiihrt zu Schwingungen um die Gleichgewichtslage. Die potentielle Energie ist minimal.

b) Der Schwerpunkt liegt senkrecht iiber der Drehachse. Das Gleichgewicht ist labil. Eine kleine Ver-
rilickung fiihrt zum Umkippen. Die potentielle Energie ist maximal.

¢) Der Schwerpunkt liegt auf der Drehachse. Jede Drehung fiihrt in eine neue, benachbarte Gleichge-
wichtslage. Das Gleichgewicht ist indifferent. Die potentielle Energie éindert sich nicht beim Drehen.



6.5 Reibungskrifte

Die bisher formulierten Gesetze der Mechanik, insbesondere die Erhaltungssitze fiir Energie, Impuls
und Drehimpuls sind im realen Fall nur richtig, wenn man von energieverzehrenden Kriften abstra-
hiert, welche in Wirklichkeit fast immer vorhanden sind. Man fasst diese Begleiterscheinungen unter
dem Begriff Reibung zusammen. Die Reibung kann durch eine die Bewegung hemmende Kraft cha-
rakterisiert werden, wobei wir ,,innere” und ,,dussere” Reibung unterscheiden.

Innere Reibung: Verlust an mechanischer Energie durch Bewegung der Atome oder Molekiile eines
Stoffes gegeneinander (s. Kapitel Hydromechanik).

Aussere Reibung: Energieverlust an den Grenzflichen verschiedener Korper, die sich relativ zuein-
ander bewegen.

Wir betrachten hier die dussere Reibung zwischen zwei festen Korpern.
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6.5.1 Haftreibung

Wenn zwei Korper eine gemeinsame Beriihrungsfliche haben und mit der Normalkraft Fy, zusam-
mengepresst werden, so verstehen wir unter der Haftreibungskraft Fy jene maximale Kraft parallel
zur Beriihrungsfliche, die gerade noch nicht ausreicht, um den einen Korper gegen den andern zu
verschieben. Zwischen Fy und Fiy gilt die Beziehung

| (75) Fy = py - Fy. py = Haftreibungszahl.

Die Haftreibungszahl ist durch die Rauhigkeit und die Stoffarten der reibenden Oberfliéichen bestimmit.
Die Haftreibungskraft F; hingt nicht von der Grosse der Beriihrungsfliache ab. Beachte, dass die Haft-
reibung oft eine willkommene Erscheinung ist (z.B. zur Erfiillung der Gleichgewichtsbedingungen).

6.5.2 Gleitreibung

Unter der Gleitreibungskraft F;; verstehen wir die Kraft parallel zur Berithrungsfliiche, welche er-
forderlich ist, um eine konstante relative Gleitgeschwindigkeit der beiden Kdorper aufrechtzuerhalten.
Analog zur Haftreibung gilt hier

1(76) Fgir = per- Fy, por = Gleitreibungszahl.

Die Gleitreibungszahl ist in guter Niherung unabhiingig von der Gleitgeschwindigkeit und hiingt
nicht von der Grosse der Beriihrungsfliche ab. Bei gleichen Stoffpaaren ist ug; stets kleiner als py.
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Die Reibungszahlen uy und pgp konnen bequem an der schiefen Ebene bestimmt werden. Beginnt
der Kérper beim Neigungswinkel « gerade zu gleiten und bleibt die Geschwindigkeit fiir o' gerade
konstant, so ist

. FH = mg'ﬁﬁﬂd.

. Premgasd= £
m3*y.>  R/E=tgd

mgsind, '

pg =tgae und pug = tga’,
mit o <a




Experimente von
Leonardo da Vinci

Leonardo da Vinci
(1452-1519)

1. Reibung ist unabhangig von der geometrischen Kontaktflache
2. Reibung ist proportional zur Normalkraft



Coulomb: Reibung und
Geschwindigkeit

Charles Augustin Coulomb
(1736-1806)

3. Trockene Reibung ist unabhangig von der Geschwindigkeit



Haft- und Gleitreibung

Leonhard Euler
(1707-1783)

Leohard Euler war der erste, der zwischen Gleit- und Haftreibung
unterschieden hat.



Schmierung

Durch eine Schmierung wird die Reibung in ein anderes Medium verlagert (z.B. in Ol oder
einen FeststofY)

Reibung im
Fliissigkeitsfilm

Reibung zwischen
Feststoffen
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Rasterkraftmikroskopie
Atomic force microcopy (AFM)

Detektor strahl

Atomar

scharfe

Spitze
Probe

Rastereinheit —=



Ultrahochvakuum-Kraftmikroskopie

Ultrahochvakuum

Druck < 10 -19 mbar

Schneller Vorverstarker
(<3MHZz)
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6.6 Rollendes Rad; momentane Drehachse

Auf der x;y;-Ebene eines Koordinatensystems 5 soll ein Rad entlang der x;-Achse abrollen. Die
v>-Achse eines Systems §; fillt mit der Radachse zusammen und bewegt sich mit der Geschwindig-
keit des Radschwerpunktes Vs = w - R relativ zu § ;. In §, fithren alle Punkte des Radumfangs eine
gleichformige Kreisbewegung mit vo = w - R aus. Im Laborsystem S ¢, gilt fiir diese Punkte nach (5):
V) = '?5 + V5, so dass auf der Berithrungslinie v, = 0 wird (kein Gleiten), wihrend die diametral
gegeniiberliegenden Punkte sich mit v, = 2Vs in x-Richtung bewegen. Die Bahn jedes Radpunk-
tes ist in § eine Zykloide, welche durch Superposition von gleichformiger Translation mit Vs und
gleichférmiger Rotation mit & um die Schwerpunktsachse entsteht. Nach (73) ist dann die kinetische
Energie des Rades

Ekin) = m-VZ/2+I5-w*/2 odermit Vs =w-R:
(77) Ekin) = (m-R*+15)- w?/2.
t=0 t=T
"5 =2V,
-~
'
| \ V;=wR
| X
l‘---..____‘_‘-‘ =
l EA %=0
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Die Beriihrungslinie des Rades mit der Unterlage ist eine momentane Drehachse. Allgemein wird die
momentane Drehachse durch jene Punkte eines rotierenden Korpers gebildet, welche im betreffenden
Augenblick gerade ruhen. Sie wird immer von neuem durch andere Massenpunkte gebildet und ist
nicht raumfest. Wir konnen die Rollbewegung in jedem Zeitpunkt als reine Rotationsbewegung um
die momentane Drehachse M.A. auffassen. Die zugehorige Winkelgeschwindigkeit ist w = Vg/R,
also gleich gross wie jene in S, um die Achse durch den Schwerpunkt. Mit Hilfe des Satzes von
Steiner ist das Trigheitsmoment bezogen auf die momentane Drehachse

Iyya =m-R*+ I,

so dass die Rotationsenergie /y; 4 - (" /2 mit (77) tibereinstimmt (was natiirlich so sein muss). Wir
fragen nun nach der Beschleunigung dVs/dr des Schwerpunktes eines Rades, welches eine schiefe
Ebene hinunterrollt. Es sei geniigend Haftreibung vorhanden, damit das Rad nicht gleitet und die

67



68

Rollreibung sei vernachlédssigbar klein. Auf das Rad wirken dann drei dussere Kriifte:

- Die am Schwerpunkt angreifende Gewichtskraft m - g.

- Die normal zur schiefen Ebene nach oben gerichtete, an
der momentanen Drehachse angreifende Kraft
Fy=m-g-cosa.

- Die parallel zur schiefen Ebene nach oben zeigende
Haftreibkraft Fy. Thre Wirkungslinie geht
ebenfalls durch die momentane Drehachse.

Nur die Gewichtskraft tragt zum Drehmoment M ;4 bezogen auf die momentane Drehachse bei. Mit
Muya. =m-g-R-sina und dem Drallsatz (61) erhalten wir

dw/dt = m-g-R-sina/lya und mit dVs/dt = R-dw/dt folgt:
(78) dVs/dt = m-R*-g-sina/lya oder dVs/dt = g-sina/(1 +Is/mR?).

Beachte, dass der rollende Korper eine geringere translatorische Beschleunigung erfihrt, als ein rei-
bungsfrei gleitender Korper, weil ein Teil der kinetischen Energie in der Rotationsbewegung steckt.

Exp: Velo
Zylinder Rollen
Folgsame und unfolgsame Fadenspule
Jo-Jo



6.7 Trigheitsellipsoid. Freie Achsen

Fiir das Verstiandnis allgemeiner Drehbewegungen erweist sich die Darstellung der Trigheitsmomente
fiir verschiedene Drehachsen durch das .. Trigheitsellipsoid™ (geometrische Darstellung des Trigheits-
tensors) als dusserst hilfreich.

Wir denken uns einen beliebigen Koérper, dessen Schwerpunkt S im Koordinatenursprung liegt. Fiir
jede Achse A durch S berechnen wir das Trigheitsmoment /4 und tragen in Achsenrichtung den
Ortsvektor 7 auf, dessen Betrag gerade 1/ /7, ist. Es stellt sich heraus, dass die Endpunkte aller Vek-
toren 7 die Fliche eines Eilipsoides bilden. Dies gilt auch, wenn S ein beliebiger Punkt ist. Die drei
Hauptachsen des Ellipsoids sind gerade die drei orthogonalen Haupttrigheitsachsen des Korpers.
Betrachten wir als Beispiel einen homogenen Quader, so fallen die drei Symmetrieachsen mit den
Ellipsoid- Hauptachsen zusammen. Allgemein sind Symmetrieachsen homogener Korper Haupttrig-
heitsachsen. Sind zwei Symmetrieachsen gleichwertig, ergibt sich ein Rotationsellipsoid. Sind drei
Symmetrieachsen gleichwertig, wie z.B. beim homogenen Wiirfel, so entartet das Ellipsoid zu ei-
ner Kugel. Daraus folgt, dass jede Schwerpunktsachse eines Wiirfels das gleiche Triagheitsmoment
besitzt.

I =Than

1
el 2\ e
1 IE-CIE‘II
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Im Abschnitt 6.2 haben wir festgestellt, dass der Drall L und die Winkelgeschwindigkeit @ im Allge-
meinen nicht parallel gerichtet sind, so dass in der Gleichung

.

L =1, & die Grosse I, ein Tensor ist.
Mit Hilfe des Trigheitsellipsoids konnen wir bei gegebenem & die

Richtung von L geometrisch finden: Wirerrichten im Durchstosspunkt

von @ durch die Eillpsoidfliche die Flichennormale. Die Richtung  _,
von L ist dazu parallel. Fillt die Drehachse mit einer Hauptachse zu- < S~
sammen, haben L und & gleiche Richtung;

2

| Ellipsoid-Hauptachse = Haupttragheitsachse.

Um eine Haupttrigheitsachse kann sich der Korper drehen, ohne dass Achsenlager notwendig sind
(vom Gewicht abgesehen wirken keine Lagerkrifte).

| Haupttragheitsachsen sind freie Achsen.
Die beiden Haupttriagheitsachsen I und II mit maximalem und minimalem Trigheitsmoment sind

stabil. eine freie Drehung um die Haupttrigheitsachse I, mit /;; < I;;; < [; ist labil; die geringste
Storung fiithrt zum Umschlagen in eine Drehung um Achse I oder I1.

Exp: Quader
(L nicht parallel w)
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6.8 Kreisel

6.8.1 Kriftefreier, symmetrischer Kreisel

Definitionsgemiss besitzt ein symmetrischer Kreisel eine Symmetrieachse,
wir nennen sie die Figurenachse. Das Tréagheitsellipsoid eines symmetrischen
Kreisels ist daher ein Rotationsellipsoid beziiglich der Figurenachse f. Ist der
Kreisel im Schwerpunkt unterstiitzt, so wirken keine dusseren Drehmomente
und sein Drall L ist nach (61) raumfest. Die Figurenachse f ist eine Haupt-
trigheitsachse. Wenn die Anfangsbedingungen so sind, dass gerade & mit f
zusammenfillt, dann liegt auch L in f und wegen L = konstant ist auch die
Figurenachse raumfest.

Wird nun durch einen seitlichen Kraftstoss der Drall L aus der Figurenachse f herausgestossen, er-
gibt sich eine neue Situation: die Figurenachse f und die momentane Drehachse @ bewegen sich je
auf einem Kreiskegel um die raumfeste Drallachse. L, f und & liegen immer in einer Ebene. Man
bezeichnet die Bewegung der Figurenachse um die raumfeste Drallachse als Nutation. Nutation tritt
immer auf, wenn der Drall nicht in der Figurenachse liegt.
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Kraftefreier Kreisel

Tragheits-
Ellipsoid

Exp: Nutation bzw. momentane Drehachse



6.8.2 Kreisel unter Einwirkung eines Drehmoments

Als Beispiel betrachten wir einen Kinderkreisel, der unter dem
Einfluss seines Gewichtes ein Drehmoment bezogen auf die
Kreiselspitze von M = m-g-as -sin « erfihrt. ag ist der Abstand
des Schwerpunktes von der Spitze und der Neigungswinkel ge-
gen die Vertikale. Die Drallinderung dI. = M - dr steht jederzeit
senkrecht auf Figurenachse und Drallachse, so dass die Verti-
kalkomponente von L und der Betrag L konstant bleiben (und
damit auch ). Der Vektor L fithrt somit eine Drehbewegung
um die Vertikale aus, die man als Prizession bezeichnet. Aus
de=M-dt/(L-sine) folgtmit M =m-g-as -sina

| (79) dp/dt=m-g-as/L, Prizession.

Die Priizessionsfrequenz des Kinderkreisels hiingt nicht ab vom Neigungswinkel «. Allgemein kann
man sagen, dass ein Kreisel infolge eines wirkenden Drehmomentes nicht kippt, sondern senkrecht
zur vorhandenen Kraft ausweicht. Eine wichtige technische Anwendung des Kreisels ist der Kreisel-
kompass.

Exp: Prazession (mit Gewicht)
Exp: Kreiselkompass
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Prazession der Erde

Prazession der Erde wegen
Anziehung von Mond und Sonne

Tp= 25 "800y
w=27/T>=360x3600“/25 ‘800y=50"/y
Amplitude: 23.5°

Nutation:

T\=18.6y

Amplitude: 8“
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Kreiselkompass

Kreisel richtet sich parallel
_’
Prinzip des Kreiselkompasses ZU Wg aus

Funktioniert nicht am Nordpol
Areiselachse

Anschiitzscher EinzelkreiselkompaB3
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Kapitel 7

Elastizitit fester Korper

Im festen Aggregatzustand hat jeder Korper ein bestimmtes Volumen und eine bestimmte Gestalt,
die beide einer Verinderung grosse Krifte entgegensetzen. Die im letzten Kapitel vorausgesetzte
Starrheit ist nicht streng erfiillt, so dass wir nun die Deformation eines festen Korpers unter dem
Einfluss dusserer Krifte untersuchen wollen. Falls die Deformation nach Entfernen der Krifte wieder
verschwindet, spricht man von vollstindiger elastischer Deformation, bleiben die Formédnderungen
zuriick, handelt es sich um vollstindig plastische Verformung. Im Folgenden fragen wir nach dem
Zusammenhang zwischen Kriften und erzeugter Deformation im elastischen Bereich.

Exp: Blei- und Stahlfeder



Plastische Deformation und Versetzungen
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Normalspannung uns Schubspannung:

Wir denken uns aus einem festen Korper ein wiirfelférmiges Volumenele- F-E#
ment herausgeschnitten. Auf die Grenzflichen dieses Elementes iiben die be- |
nachbarten Atome oder Molekiile des Kérpers Krifte aus. Es handelt sich um

so genannte Flichenkrifte, im Gegensatz zu Volumenkriiften, wie z.B. der Fy
Schwerkraft. Die Flichenkraft auf ein Oberflichenelement AA wird im All-
gemeinen eine zur Fliche normal stehende Komponente F, und eine in der
Flidche liegende Komponente F aufweisen. Wir bezeichnen die Quotienten

F /AA=c¢c und Fi/AA=1 als

Normalspannung  bzw.  Schubspannung.
(o > 0 fiir Zug,o < 0 fiir Druck) (Tangentialspannung)

Dimension: Kraft/Fliche
Einheit: N/m~; 1 N/m~ = 1 Pa (Pascal)
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Fiir nicht zu grosse Kriifte gilt das Gesetz von Hooke: Die Verzerrungen sind proportional den
Spannungen.

Normalspannungen und Elastizitiatsmodul E:

Unter dem Einfluss einer Zugspannung ¢ wird sich ein Korper der urspriinglichen Linge [ um Al
verlingern. Das Verhiltnis Al/[ heisst die Dehnung. Das Hooke sche Gesetz sagt, dass

| (80) Al/l=c/E ist.




| I I 17
SN B RN R PR

Die Dehnung ist proportional zur Spannung. 0 SRR R SN

E ist eine Materialkonstante der Elastizitiatsmodul (Einheit: Pa). Mit der Lingenénderung Al geht
eine Verminderung der Querdimension b auf b + Ab einher (Ab < 0 bei Zug). Fiir die so genannte
Querkontraktion Ab/b gilt:

| (81) Ab/b=—u-Al/l, u = Poisson’sche Zahl.

Durch die Materialkonstanten £ und g ist das elastische Verhalten isotroper Kérper im Proportionali-
titsbereich eindeutig festgelegt.

Exp:E von Stahl
Querkontraktion
Dehnungsmessstreifen
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Volumenelastizitit und Kompressionsmodul K:

Wirkt auf eine Korperoberfliche allseitig der Druck p = —o, so stellt sich eine relative Volumeniin-
derung AV/V ein, welche dem Druck p proportional ist. Das Gesetz von Hooke nimmt die Form

(82) AV/V =c/K oder —-AV/V =y-p.

K = Kompressionsmodul vy = Kompressibilitit (y = 1/K)

dll.

E, prund K sind nicht unabhingig, sondern durch die Beziehung

| (83) K=E/(3-(1-2-u)

verkniipft. (Beweis in den Ubungen). Ein véllig inkompressibler Korper besitzt die Kompressibilitiit
x = 0, also ein unendlich grosses K. Nach (83) muss folglich die Poissonzahl im Intervall O < ¢ < 0.5
liegen.



Schubspannung und Schubmodul G:

Wird die Unterseite eines Wiirfels festgehalten, wihrend die Oberseite einer reinen Schubspannung
7 entsprechend nebenstehender Figur unterworfen ist, so deformieren sich zwei Seitenflichen zu Par-
allelogrammen. Wiederum gilt das Hooke’sche Gesetz, nach welchem der Winkel @ proportional zur

Schubspannung ist.

= oA
| (84) @ =1/G, G =Schubmodul. =7 /
/ /
/

Auch der Schubmodul G kann durch E und p ausgedriickt werden.

(85) G=E/2-(1 +p)).

Die Grossen E und G lassen sich experimentell leicht bestimmen. Mit Hilfe der Beziehungen (83)
und (85) kdnnen dann die elastischen Konstanten p berechnet werden.

Exp: Wurfel und Laser
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Das Spannungs-Dehnungs-Diagramm eines Festkorpers:

Die Beziehung zwischen Spannung und Dehnung ist nur in einem kleinen Bereich linear (Giiltigkeits-
bereich des Hooke 'schen Gesetzes bis zur Proportionalititsgrenze P im Diagramm). Nach P wiichst
die Dehnung stirker. F ist die Streck- oder Fliessgrenze, von der weg das Material wie eine zihe Fliis-
sigkeit zu fliessen beginnt (es treten irreversible Verdnderungen der kristallinen Struktur auf). Wird
die Maximalspannung im Punkt B (Zerreiss- oder Bruchspannung) iiberschritten, tritt eine starke Ver-
minderung des Querschnittes auf, die schliesslich zum Bruch bei Z fiihrt.

a4 = 3

™R

Exp: Stahl und Kupfer
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Strecken von DNA
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This graph shows a force measurement of a single tethered molecule of Lambda Digest DNA
showing the B-S and the melting transition. During the extension of the molecule (red trace), the
DNA first goes through the B-S transition (the plateau), and then melts to single-stranded DNA
(ssDNA) at a higher force. During relaxation of the molecule (blue trace), the DNA doesn't
reanneal so the curve is a simple freely-jointed-chain curve indicative of ssSDNA. The traces were
made at a pulling speed of lum/second. Data courtesy of H. Clausen-Schaumann and R.
Krautbauer, Gaub Lab, LMU-Miinchen.



