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1 Relevante Schulmathematik

1.1 Begriff der Funktion einer Variablen

Eine Funktion, hier abgek?zt als f, weist der reellen Zaht aus einem vorgegebenen Mengen-
vorrat M C R eindeutig eine reelle Zall € R zu:

fr2eM—=y

y nennt man die aldrigige Variable (aldrigig vom vorgegebenenWer).

Symbolisch schreibt map = f(x) oder einfachy(x). Etwas formaler istf eine Zuordnung
einer MengeD, der Definitionsbereich der Funktion, auf die Merigedie Bildmenge, d.h. die
Funktion f kann als Menge von Zahlenpaareny) aufgefasst werden:

f={x,ylr e DAy € B}
In dieser formalen Darstellung wird kein Unterschied gemacht zwis¢ghe® — B oder f :

B — D. In der Physik wird der Zuordnung : D — B implizit als eindeutig verstanden. In der
Mathematik muss das erst definiert werden. Die Zuordnun® — B ist eindeutig falls:

(:1?1,y1) cf A (wlva) Ef=>y=1u
Formal ist deDefinitionsbereicldefiniert als:

D:={r e R|3y= (v,y) € [}

Die Funktion heisstmkehrbar eindeutigeineindeutig), falls:
(x1,y1) € f N (22,11) € f= 21 = a2

In diesem Fall ist die umgekehrte Zuordnung aus dem Bildbereich der Furfkitmoshen Definiti-
onsbereich eindeutig, so dass tlieerseFunktionf~! (eindeutig) existiert. BeispieDiskutieren
Sie die Funktion: — 2. Definitionsbereich, Bildbereich, umkehrbar (inverse Funktion)?

Weiter sind folgende Begriffeuf’'Funktionen atzlich: Symmetrie (gerade oder ungerade Funk-
tion), Periodizitit, Monotomie, Stetigkeit und Differenzierbarkeit. Die letzteren beiden Begriffe
werden eingehend in der Mathematik behandelt. Eine mathematisch befriedigende Darstellung
wirde den Rahmen dieser BErgzung sprengen. Wir werden diese Begriffe daher nur in bildli-
cher (anschaulicher) Form egkEn.
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Die Funktionf ist gerade falls f(—xz) = f(x ) vx € D. Sie ist entsprechenangerade falls
f(—=z) = —f(x),Yx € D. Beispiele:f(z) = «, ||, sin(x), cos(x), gerade oder ungerade?

Die Funktionf ist periodisch falls: 9p # 0 = f(x + p) = f(x), V. Beispiele:Welche Funktio-
nen kennen Sie, die periodisch sind? Wie gross (slie Periode)if f(z) = sin(ax)?

Die Funktionf ist (streng)monoton steigendalls x5 > ©1 = f(x2) > f(x1). Entsprechendui’’
monoton fallend. Beispiel&chreiben Sie ein Paar Funktionen auf die monoton steigend (fallend)
sind. Wie stehts mitosh(+/x) fur den Definitionsbereich > 0 und wie mitarctan(sinh(z)) ?

Wir betrachten die zwei Funktionefiund ¢, deren Definitionsbereiche eine nichtleere Schnitt-
mengeD aufweisen. Die beiden Funktionentien addiert, multipliziert und dividiert werden:

frg:e— flz)+9(x)
frgiw— f(x) g(z)
[lg e — [(x)/g(z); « € D\{z|g(z) = 0}

Haufig finden wir dann auch die Notationeh+ ¢)(x), (f - g)(z) und(f/g)(x).

Zwei Funktionen kinhnenverkettetwerden, falls der Bildbereich der einen Funktion eine Un-
termenge des Definitionsbereichs der anderen istfSeiD; — R undg : D, — R. Falls
9(D,) C Dy, dann ist die verkettete Funktigho g (zuersty anwenden und dannagh definiert
aufD,:

fog:x— flg(x))

Bdwmbif()_x+bg() az®, fog="7?
f(x) =z, g(z) = sin(z), f og =7 undg o f =7 und Definitionsbereiche?

Wie bereits angedeutet, folgt eine nur anschauliche Definitiorie Stetigkeiteiner Funktion.
Eine Funktion iststetig falls sie keine,Springe" aufweist. Genauer wird die Stetigkeit einer
Funktion an einer Stelle, tiber die Eindeutigkeit des Grenzwertés.,. .., f (=) definiert (siehe
Mathematik). Um ein Bild vor Augen zu haben, betrachten wird die Funiian

0,fallsz <0
O() = { 1,falls z > 0

Diese Funktion weist an der Stelle= 0 eine Stufe auf. Die Grenzwertén ,_,¢ »~0,0 () und
limz—0,.<01©(x) sind offensichtlich verschieden, so dass die Funktion an der Stellé nicht
stetig ist (sie ist aber eindeutig definiert).

An dieser Stelle ein Paar wichtige Bemerkungen zur Physik. Die Naturwissenschaftler versuchen
die Naturvorginge durch stetige (und differenzierbare) Funktionen zu beschreiben, obwohl viele
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\Vorgange, wenn man etwas genauer hinschaut, diskret sind. Der Massenfluss durch einen vor-
gegebenen Querschnitt des Rheins in Basel kann als Funktion der Zeit gemessen werden uni
liefert (auf dem Papier) eine stetige (und differenzierbare) Funktion. In Tat und Wahrheit besteht
Wasser aus Wassermote&i und die durch den Querschnitt geflossene Anzahl Mibéeikt eine
natirliche Zahl. Bei genauerem Hinschauen ist die Funktion nicht stetig. Da unsere Messappara-
turen aber oft nicht die erforderliche Genauigkeit aufweisen, ist von demigKeit der Natur im
Experiment nichts zu sehen. Die Messggén erscheinen als stetige Funktionen. Man beachte,
dass die Stetigkeit und Differenzierbarkeit physikalischer Messgri oft eine Folge der Mitte-

lung der Messapparatur ist (Unkenntnis). Dies gilt immer dann, wenn wir es mit einem grossen
Ensemble von Grundbausteinen (wie Wassermaé) 'zu tun haben. Viele Definitionen in der
Physik nehmen diesen Sachverhalt vorweg. So ist die Temperatur implizit als Mittelloesrt ~

ein (unendlich) grosses Ensemble definiert. Mit Hilfe statistischer Mittelwerte werden alle ma-
kroskopischen Messgssen festgelegt. Die Mittelung hat zur Folge, dass die Messgn keine
Spuinge aufweisendinen, also stetige Funktionen sind.

Weiter nochte ich an dieser Stelle festhalten, dass in der Physik die Variablen physikalische
Grossen beschreiben, die mit eii@mensionbehaftet sind! Es empfiehlt sich daher naahgé-

rem Herleiten und Umformen, das Endresultate auf die Konsistenz der Dimensiond@rzu -
prifen. Erfahrene Naturwissenschaftl@enkien dig,richtige® Formel aus physikalisch zu erwar-
tenden Ablangigkeiten und Dimensionsbetrachtung gewinnen.

Beispiel: Flr eine monochromatische Welle besteht eine Relation zwischen der \Vdaben,”

[\] = m, der Frequenz, [v] = s~!, und der Ausbreitungsgeschwindigkeijtc] = m/s. Wie

lautet diese?

Ein Auto fahrt mit konstanter Geschwindigkeit voéf m/s um eine Kurve mit einem Radius von

10 m. Wie gross ist die Zentrifugalbeschleunigung (keine Formel nachschauen, eine Beschleuni-
gung hat die Dimensiom?/s).

1.2 Begriff der Ableitung einer Funktion

Die Ableitung der Funktiory an der Stelle: entspricht geometrisch der Steigung der Tangente
an die,Kurve" @ — (x, f(x)). Dies wird in der Figur 1 veranschaulicht. Um die Tangente von
f an der Stellery zu bestimmen, betrachten wir zuerst einghidiung, ainlich die Gerade, die
durch die beiden Punkte:, f(x¢)) und(xo+ h, f(xo+ h)) geht. Diese Gerade wird beschrieben
durch:

g::z;—>f(:1:o)—|—<f(x0+h2_f(xo)>.(:1;0—:1;)
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Fix)
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g ist eine lineare Funktion und man kann sich leicht vergwissern, glagsdurch die beiden
Punkte geht. Der in der Definition vorkommende Quotient ist nur definiert,/fgig). Man kann
sich abewuberlegen, was passiert, wenn ntakontinuierlich gegen Null strebeadst:h — 0. Da
dabei (wenigsten bei einganstindigen” Funktion) der &fler ebenfalls gegen Null strebt, ist zu

erwarten, dass der Grenzwert des Quotienten existiert. Ausgehend von der Figur 1 ist anschaulict

klar, dass der Grenzwert existiert und der Tangente an der Ste#atspricht. Man nennt den
Grenzwert diAbleitungder Funktionf und schreibt:

flz+h) - f(l‘))

[ — limyg ( Y

Folgende Ablkifzungen werden oft verwendet:

df dy
! .
= i oder sogar.dw

Folglich kann die Tangentgdurch die Funktiory an der Stelle:, beschrieben werden durch:

9(x) = f(xo) + f'(0) - (¥ — o)
Den zweiten Teil kifzt nennt man auch ddifferential der Funktionf, was abgekizt geschrie-
ben wird alsdf = f'dx.

Seienf undg zwei differenzierbare Funktionen mit einem gemeinsamen Definitionsbereich. Es

gelten folgende Regeln:
(f+9) =144
(f-9)=Ff-9+f-d
(flg) = w
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Wir betrachten nun noch die Kettenregeal fj' o f (der Bildbereich vonf soll Teilmenge des
Definitionsbereichs von sein). Es gilt:

(go f)(x) =g (f(x)- f'(x)

Mit der Kettenregel kinnen wir illustrieren, was Physikeabfig tun. Sie schreiben= ¢(f(z))
und flihren die Abkirzung= := f(z) ein. Dann schreiben sie einfach

dy _ (dy) (&
dr  \dz dr )’

d.h. sie multiplizieren @hler und Nenner jeweils mitz, was zur richtigen Formelutirt. Die
Methoden mit Differentialen gewhinliche Arithmetik zu treiben, ist sehr galichlich (manch-

mal aber gedhrlich). Eine anderes sehntaliches Verfahren, soll hier nur kurz an einem Beispiel
illustriert werden. Angenommen Sieussen die Ableitung der Funktion := f(z) := 1/«
bestimmen und haben die Quotientenregel vergessen. Der Physiker schreibt dann die Definitions:
gleichung in der Forng - « = 1 und bildet die Ableitung auf der linken und rechten Seitaufitj
schreibt man das gleich als Differential. Mit der Produktregel (die man noch wissen muss) folgt:
dy -« + vy - dv = 0. Kurze Umstellung ergibly /dz = —(y/x) = —1/2*, day(z) := 1/x ist.

Nachfolgend eine kurze Tabelle der Ableitung einiger Funktionen:

f(=) [
sin(x) cos(x)
tan(x) 1/cos?(x)
In(x) 1/z
arcsin(x) (1- :1;2)_1/2
sinh(x cosh(x)

Beispiel Bestimmen Sie die Ableitung van= arccos(z) ohne in einer Tabelle nachzuschauen.
Gehen Sie von der Kettenregel aus und zeigen Sie zuerst, dass:

1

(f7)(2) = FU)

1.3 Begriff des Integrals einer Funktion

Die Integration ist digUmkehrung* der Ableitung einer Funktion. Formal ist das Intedraler
Funktion f definiertuber: F'(x) = f(«). Dies ist das erste Beispiel einer sogenanten Differen-
zialgleichung. Die Funktiorf ist geggeben und gesucht wird eine Funktionderen Ableitung
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gleich f ist. Diese Funktion nennen wir das unbestimmte Integral (oder eine Stammfunktion) der
Funktion f, was abgeuizt geschrieben wird als:

Fi(e)= f(z) & F()= / f(2)da

Es ist offensichtlich, dass mit(z) auchF (x) + Konstante eine Stammfunktion ist. Das unbe-
stimmte Integral ist nur bis auf eine Konstante definiert (daher unbestimmt genannt).

Das sogenannte bestimmte Integral hat eine geometrische Interpretation. Dabei wollen wir wie
ein Physiker vorgehen. Um eine einfache Vorstellung zu kriegen, nehmen wir an, dass die Funk-
tion f die Dimension einer &fge hat. Analog sei eine Lange. Zeichnen wir nun den Graphen

der Funktionf auf ein Papier £ wird horizontal eingetragen ung = f(x) vertikal), dann er-
halten wir eine geometrische Kurve im 2-dimensionalen Ortsraum, die wir als Kiibe* der
horizontalen Achse betrachtenriien. Anstelle vor¥’(z) = f(x) schreiben wir jetzt das Dif-
ferentiald /' = f(«)dx. Aus der Dimensionsbetrachtung schliessen wir, déeine Flche sein

muss. Hiufig istes ntzlich (z.B. bei numerischen Betrachtungen) das Differential durch Diffe-
renzen zu approximieren. Dabei unterteilt mandi@chse inaquidistante kleine Abschnitte der
LangeAx. Wir erhalten danm\ F' = f(x)Ax. Die Figur 2 zeigt nun, das& /' den Flicheninhalt

Fij,?. /F(x)

| flx)-ax

g

eines Rechtecks amgibt mit deohke f(x) und der BreiteAx. Diese Féche ist eine Hherung
zur Flache unter deyKurve® f(x) im Intervall Az. Das Integral zwischen den Grenzenndb
ist dann formal:

/ f(@)dz = limaz—o Zf(:l?)A:z;

und entspricht der BEhe unter defKurve® f(x) im Intervall[a, b)].
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Eine wichtige Darstellungu'die Stammfunktion vorf ist:

G(x) = / ft)dt
Beachten sie bitte, dass die Variableéur als obere Integrationsgrenze vorkommt und im Inte-

granden ein neues Symbairfdie Variable eingeffirt wurde. Aus der Definition des Integrals als
Grenzwert einer Summe:

Glx + Azx) — G(x) = /QH— ) f)dt = f(a)Ax

Nun wird klar, dassiGG/dx = f ist. (¢ ist also eine Stammfunktion vofi Sei F' eine andere
Stammfunktion, d.hF" = &G + ', wobeiC' eine Konstante ist. Es folgt:

G = [t = G(b) — Gla) = F(b) ~ Fo)

daG(a) = 0. Nachfolgend eine kurze Tabelle einiger Stammfunktionen:

e
sin(x) —cos(x)
1/z In|z|
sinh(x) cosh(x)

Beipiel: Bestimmen sie Stammfunktionemrfsin(kz), 1/v/2? 4+ 1 undtan(ax).



