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4 Gradient einer skalaren Funktion, Potential

4.1 1-dimensionaler Fall

Als Beispiel betrachten wir eine (skalare) Funktion in einer Dimensior f(x), die z.B.
die Hoheuber Meer einer Strasse angibt, wobadie in der Horizontalen gemessene Distanz
angibt. Das Differential der Funktion haben wir bereits eingef.”

df = f
Das Differential ist als Beschreibung der Tangemt&er Funktionf im Punktz zu interpretie-
ren:

o) = o+ (L) =) @

Die Ableitungdf/dx der Funktion bezeichnet man auch @sadientder Funktion oder als die
»Steigung”. Man kann sagen, dag5:= (grad f)dx der Hbhengewinn ist, wenn man von
ausgehendend sich um dideine” Streckedx weiterbewegt. Die Beschreibung (1) der Funk-
tion durch ihre Tangente an der Stellast eine Niherung an die Funktion, die nalich in

der unmittelbaren Umgebung der Funktion besonders gut ist. RleeNing kann verbessert
werden, indem mandtiere Ableitungen mitnimmt. Mit der zweiten Ableitung kannaach

die lokale Ktimmung der Kurve beicksichtigt werden. Dabei wird natich verlangt, dass die
Funktion mindestens zweimal differenzierbar ist. Falls die Funktion beliebig oft differenzier-
bar ist (analytisch), dann kanfian jeder Stelle durch eine sogenante Taylorreihe dargestellt
werden:

— 10°f .
fly) = Z woar| W)
Man findet dann &aulfig auch folgende Notation:
flz+Ax) = f‘ Ax —|— — (A:z;)2+O<A:1;3>

Der letzte Term mit der Bezeichnuidyf Az?) gibt an, dass die Fehler bei dieser Darstellung in
der dritten Potenz der kleinen Abweichuig: liegen.

4.2 2-dimensionaler Fall

Eine Gebirgstiche wird durch die Funktioh(z, y) beschriebeni bezeichnet die Blfie uber
einem Punkix, ) in der horizontaleny-Ebene ¢ = 0). Das Gedinde kann, wie das auf Karten
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ublich ist, durchHohenkurverdargestellt werden. Sie sind definiert als:
h(x,y) = H = const.

Wir kbnnen nun versuchen, die Funktion lokal durch ififangente" mherungsweise zu be-
schreiben. Wir haben jetzt aber zweolylichkeiten, denn wir &inen uns fragen, wie diedhé
entlang der-Richtung oder entlang derRichtungandert. Im ersten Fall halten wjrkonstant
und betrachten als Variable, d.h. wir betrachten die Funktion— A (z, y) und erhlalten:

h(x + Ax,y) = h(z,y) + (%) Az + O(Az?)

und analog, wenn wiy als Variable ansehen:

oh
h(z,y + Ay) = hlz,y) + (a—y> Ay + O(Ay?)
Fur die Ableitung wurde hier das neue Symlsokingetihrt. Dieses Symbol wird bei Funk-
tionen mehrerer Variablen dann verwendet, wenn die Ableitung nur eine der Variablen betrifft.
Man bezeichnet dies afmrtielle Ableitung.oh /0« heisst partielle Ableitung voh(z, y) nach
2 und ist definiert als:
oh h(z + Az,y) — h(z,y)

8_:1; = limAl’—)O Az

Die vorletzten beiden Gleichungen beschreiben die Tangente in gl y Richtung. Ange-
nommen wir fragen uns, wie die Funktion sicih@iungsweisaridert, wenn wir uns vom Punkt
(z,y) um den Vektor Az, Ay) entfernen, so liegt es auf der Hand, die beidederungen zu
addieren:

h(z + Az,y + Ay) = h(z,y) + (Z_D Ax + (g—Z) Ay +0(Az%) + 0(Ay")  (2)

Lassen wir dieD-Terme weg, so haben wir eine Funktion, die linear ist in den beiden Argu-
mentenAx und Ay. Diese Funktion beschreibt daher eine Ebene und es handelt sich um die
TangentialebeneDie Beschreibung einer Ebene ist eindeutig, falls die Steigung in zwei un-
abréngige Richtungen angegeben wird. Genau das haben wir hier durbhigéffigenommen

die Funktion’ ist die Ebene

h(z,y) = ho+ ax + by ,
dann folgt aus der Gleichung (2):
h(x + Az, y+ Ay) = ho + a(x + Az) + b(x + Ay) .

Die Tangentialebene ist identisch der utspylichen Ebene.
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In Vektorschreibweise diinen wir die linearéAnderung (die durch die Tangentialebene be-
schrieben wird) kompakt als Skalarprodukt wiedergeben. Wir definiererGdadientender
skalarenFunktion/ als den zweikomponentigen Vektor

oh 8h>

gradh = (a—x, a_y

und schreibend die ,differentiellen“ Anderungenis := (dz, dy). Die Ho6hergnderungih ist
dann:

dh = gradh - dr

Wir fragen uns, wie sich die Funktion ausgehend vom Punkt eine allgemeine Richtung
definiert durch den Einheitsvektérandert. In der:y-Ebene gehen wir dabei entlang des durch
s parametrisierten Weges

s —7(s) = 1o+ s€
Offenbar wir die lineardnderung beschrieben durch
dh = gradh(ry) - €ds (3)

da(dx,dy) = €ds. Diese Gleichung zeigt uns gerade die Verallgemeinerung der Kettenregel
der Differenzialrechnung. Die ¢tie entlang der Geradef(s) ist s — h(s) := h(7(s)), also
eine reelle Funktion in einer VariablenAbleiten nachs ergibt:

dh(s) dh(r(s)) dr

— — gradh -
ds ds gra ds’

was offenbar der Gleichung (3) entspricht.

Wird der Richtungsvektor tangential zuoRénlinie gevahlt, mussii = 0, woraus folgt, dass
grad h senkrecht auf den Linien konstanteoli€ stehtd/ ist maximal, falls der Richtungsvek-
tor parallel zum Gradienten gelt wird.

Der Gradient gibt die Richtung deragsStenZunahmgSteigung) einer skalaren Funktion an.

Die Linien konstanter dfie stehersenkrechizum Gradienten. Es ist oglich aus den Gradi-
entenvektoren eine Schar von Kurven zu konstruieren mit der Eigenschaft, dass ihre Tangenten
immer parallel zum Gradienten der Funktiénist. Diese Kurven schneiden dieoHénlini-

en senkrecht. Man nennt sie dirthogonaltrajektorierzu den Hohenlinien. Falls Sie beim
Skifahren noglichst schnell vom Berg ins Tal gelangen wollen, d.h. dessgpen henun-
terschied auf wizester Streckaberwinden wollen, dann abilen Sie die Fall-Linie, also eine
Orthogonaltrajektorie zu dendtiénlinien (vorausgesetzt das &maiie Hsst dasiberhaupt zu,

keine BAume...).
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Beispiele

1. Die Funktioni(z,y) = (z* 4+ y*)/2 beschreibt ein Paraboloid, siehe Figur 1. Die Linien
konstanter l8he sind Kreise. Sell eine vorgegebenedthe, dann ist der Radiusdes Kreises
gleichr = /2H. Falls wir also die léhenlinien so whlen, dass der Unterschied benachbarter
Linien jeweils konstant ist, dann liegen sie umso dichter, gsgei die lokale Steigung ist, denn
Ah ist in ,erster Ordnung” gleich dem Produkt véyr-ad k| und dem (senkrechten) Abstand
benachbarter btienlinien. Diese ist eine sehr wichtige Eigengenschaft!unser Beispiel ist
der Gradienyradh = (x,y), zeigt also radial nach aussen und ist betraggsig gleich dem
Abstand vom Ursprung. Die Orthogonaltrajektorieheldlinien) sind radial nach aussen ge-
richtete Geraden.

2. Die Figur 2 zeigt eine etwas komplizierte Funktioanlich’2(z, y) = z* — 2? — y?. Um das
Verhalten einer allgemeinen Funktion zu diskutieren, sucht maachst die sog. Extremal-
stellen. Das sind Orte mit horizontaler Tangentialebene, d.h. Orte, wo sichottie iH erster
Ordnung nichtandert. Es gilt somitui’ Extremalstellenyrad h = 0. Fiir unser Problem er-
halten wir drei solche Punkt¢6,0) und (=1//2,0). Im néchsten Schrittiberlegt man sich,

ob es sich bei diesen Punkten um lokale Minima, Maxima g8aittelpunkte “ handelt. Dazu
muss man die zweiten Ableitungen der Funktion an den Extremalstellen zu Rate ziahen. F~
eine Funktion mit zwei Varaibalen gibt es davon vieapmich:

o*h  0*h 0*h und 9*h
0x2 7 Oy? T 0z0y Oyox

Da die letzten beiden identisch sind (Mathematik), gibt es nur deren drei. Eine allgemeine Re-
gel kann mittels Methoden der linearen Algebra angegeben werden. Dies sprengt aber den Rah-
men dieser Em@rizungen. & unser Beispiel ist die Situation aber besonders einfach, da die
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~gemischten“ zweiten Ableitungen gleich Null sind. Im Nullpunkt sind die beiden zweiten Ab-
leitungen (nachr und nachy) negativ, so dass es sich also um ein lokales Maximum handeln
muss, siehe Figur 2. An den beiden anderen Stellen ist die zweite Ableitung nagativ und

die nachz positiv. Es handelt sich somit um Sattelpunkte, wasacim“der Darstellung der
Hohenlinien ersichtlich wird (Schnittpunkt).
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4.3 Nablaoperator, Wegintegral, Potential

Der Nablaoperatoﬁ ist ein vektorieller Differenzialoperator, der in kartesischen Koordinaten
formal definiert ist als:
- g a9 0
v = YRR
dx’ dy 0z

SeiZ — ®(Z) einskalaresFeld (z.B. die Hhe von vorhin oder das elektrische Potential). Die
Anwendung des Operato% auf® ergibt den Gradienten:

VO = grad ®

Dabei wird einSkalarfeldauf einVektorfeldabgebildet. Nennen wir das Vektorfeld Da dieses
Feld durch Differenzieren der Funktidnentsteht, liegt es nahe, daBsimgekehrt aus/ durch
Integration gewonnen werden kann. Das ist in der Tat so. Dazotigen wir den Begriff des
Wegintegralsder in der Vorlesung bereits eingéirt wurde. Sejf ein beliebiger Referenzpunkt
und~ ein Weg vony nachz. Wir definieren:

U(7) ::/é-dF
Y
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Die Funktion¥ hangt vom Anfangs- und Endpunkt des Weges, sowie im allgemeinen von der
Wahl des speziellen Weges ab (es gibt viele Wege, die‘rachy fuhren). Um konkret ein We-
gintegral zu berechnen, betigt man eine Parametrisierung des Weges.d#é kinematischen
Bewegungen von Punktmassen in der Newton'schen Mechanik gibt die Zeit eumbaet Pa-
rametrisierung vor. Im allgemeinen kann aber jeder beliebige Weglgewérden. Sei eine
konkrete Parametrisierung des Weges

s€0,1] = 7(s) € R® mit 7(0) =7, 7(1) = §

Um das Wegintegral zu berechnen, begén wir jetzt nur noch digWegdnderung“dr. Sie

lautet:
dr
df = | — | d
; (%)8

Damit ist das Problem auf ein geWriliches Integral einer Funktion einer VariablehZurick-
gefiihrt (sieheéJbungen Physik ).

Kommen wir zutick zur urspuiglichen Fragestellung. Als Integrand haben @i di* oder
grad® - dF. Der letzteren Form entnehmen wir, dass der Integrand der differentieiigerung
von & (in Wegrichtung) entspricht. Die Summe alldnderungen (also das Integral) ergibt
demnach:

W(7) = O(F) - &)
Damit haben wir in der Tat die Funktioh als Linienintegral aus’ gewonnen:
(7) = o) + / AR (4)
Y

Weiter zeigt diesgHerleitung” auch, dass das Linienintegral nicht vom speziellajdign Weg
abréngt, sondermur vom Anfangs- und Endpunkt.ufjeden geschlossenen Wegist der
Endpunkt gleich dem Anfangspunkt und mit (4):

% é-dF:% Vo - dif =0
Ye Ye

Jedes Wegintegral eines Vektorfeld, das als Gradienten eines Skalarfeldes dargestellt werden
kann, lehngen nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges ab. Alle Integba&legeschlossene
Wege verschwinden identisch.

Es gilt auch das Umgekehrte: SEiein ,beliebiges* Vektorfeld mit der Eigenschaft, dass alle
Wegintegral vonF' nur vom Anfangs- und Endpunkt adhgen. Dann existiert ein Skalarfeld
® mit der Eigenschaft?cb = F. ® wird wie oben angegeben als Linienintegral definiert. Die
Funktion ist bis auf eine additive Konstante eindeutig.



4 GRADIENT EINER SKALAREN FUNKTION, POTENTIAL 7

Vektorfelder mit dieser Eigenschaft nennen ionservativin der (klassischen) Physik werden
alle grundlegenden Wechselwirkungen durch konservative Kraftfelder beschrieben. Das dazu-
getorende Skalarfeld ist die potentielle Enerdig,. definiert als:

By @) = Epu§) = [ F a7 ©)
vy
Das Minuszeichen ist reine Konvention. Es gilt daher:
ﬁ — _6Epot

Fir eine Feder mit Federkonstaritegilt das Kraftgesetz# = —kx, so dasskk = kx?/2.

Die potentielle Energie ist minimal im Gleichgewichtszustand 0. Angenommen die Feder
wirde vonz = 0 (in Ruhe) auf eine Aihgex gestreckt und waie danach wiederum in Ruhe,
dann ist dabei die potentielle Energieogsér geworden. Diese Zunahme entspricht genau der
Arbeit, die von aussen dem System zudetwurde.

In der Konvention, dass ArbeihWW/, die von aussen einem System zuget 'wird, positiv
gerechnet wird, gilt:

AE =AW

Das ist der Inhalt des Energiesatzes (im quasistatischen Fall). Mit Bewegung, muss die kineti-
sche Energie zur totalen Energie dazwaddiziverden.

Beipiel
Das Potential sei gegeben als:
1
|Z|
Gesucht ist das Kraftfeld := —V E. Zuréchst diskutieren wir die skalare Funktidh Sie

héangt nur vom Betrag des Abstandes zum Ursprung ab, ist also isotropHBienlinien®, die
wegen der zustzlichen Dimension nun BEhen sind, nennen wir diequipotentialfichen Es
handelt sich offenbar um konzentrische Kugelschalen.Rgidlinien (die Orthogonaltrajekto-
rien) sind radial aus- oder einlaufende Geraden. Die Kraft ist somit proportioral PBa das
Problem isotrop (richtungsunadhgig) ist, gilt:

F = f(r)é

Offensichtlich istf(r) = —£Cr~, also gleichC'/r?:

d

F(F) = e

72
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Als Ubungsaufgabe sollten Sie unbedingt den Gradienten in kartesischen Komponenten einmal
berechnen. Dazu schreiben Sie die potentielle Energie als:
C

Berechnen Sie jetzt die einzelnen Komponenten%tﬁﬂpot, also—0 ot/ 0x USW.

4.4 Die Rotation eines Vektorfeldes

Da wir oben den Nablaoperator eingbft haben und friier das Vektorprodukt, streife ich hier
noch kurz einen weiteren Differenzialoperator, der in der Physik 1l zur Anwendung kommt, die
sog. Rotation eines Vektorfeldes. Wir verwenden Indizesli€ Komponenten des Vektorfeldes

F und dem Nablaoperatdr (im kartesischen Koordinatensystetfi)und d; := d/dz;. Die
Rotation vonF ist definiert als:

rot ﬁ = 6 X ﬁ
In Komponentenschreibweise unter Verwendunged@snsors:
(TOt ﬁ)Z == Z €k aij
ik
Wir nehmen nun an, dass das Vektorfeld konservativ ist. Dann existiert ein Skal&r{elas
Potential) mit der Eigenschaft, daBs= —V E. Einsetzen ergibt:

= *E
(rot )i = = Z ik D ;0x

ik
Der Term mit der zweiten Ableitung in der Summe ist symmetrisch in den beiden Inoizes
k (d.h.andert sein Vorzeichen beim Vertauschen nichghewend dee-Tensor antisymmetrisch
ist. Aus diesem Grund verschwindet die Summe. Wir erhalten also den wichtigen Satz:
Die Rotation eines konservativen Vektorfeld verschwindet identisch:

rot ' = 0

KonservativeKraftfelder sindwirbelfrei, wie man sagt. Es stellt sich nalich sofort die Frage,
ob die letzte Aussage auch umkehrbar ist. Folgtiaug’ = 0, dassF' konservativ ist? Die
Antwort ist ,jein“. Gilt rotF = 0, dann existieriokal ein Potentiald mit der Eigenschaft
F = V. Das Vektorfeld muss aber nicht notwendigerwejkebal konservativ sein!

Beispiele
1. SeiF' := —aF ein Vektorfeld im dreidimensionalen Raum. Zeigen Sie , das$ = 0, und
bestimmen Sie das Potential.
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2. Wir betrachten das Geschwindigkeitsfeld, das sich aus der Rotation mit konstanter Winkel-
geschwindigkeito ergibt: v := & x 7. Dies ist ein Wirbelfeld, denn die Rotation isbérall
verschieden von null. Zeigen Sie, dasgv = 2.

3. In der Vorlesung haben wir ein spezielles ZirkulationsfeldiBimensionen betrachtet,
namlich das Vektorfeld? := &, x 5. Hierbei ist der Ortsvektof := (z,y,0), die z-
Komponente gleich nullf” ist wirbelfrei in der Ebene, d.h:ot ' = 0, (r # 0 undz = 0).
Versuchen Sie dies nachzuweisen. Betrachten Sie die Figure 3. Das Wegintegfaleran
lang einer Geraden (z.B4), die radial nach ausseadft (aber nicht durch den Nullpunkt)
verschwindet offenbar, da die Wegrichtung senkrecht zum Feld steht. Diese Linien sind also
die ,Hohenlinien* (Linien konstanten Potentials). Die Orthogonaltrajektorien sind Kreise mit
konstantem Radius. Das Wegintegral auf einem solchen Kreis entlaergspricht der Zunah-

me des polaren Winkel&¢. Offenbar haben wir das Skalarfeld gefunden, dass dieigsghite
Eigenschaft aufweist. Das einzige Problem voist, dass nach einmaligem Umlaufen des Ur-
sprungs ein Winkel vorzr akkumuliert wird, so dass der Wert des Wegintegrdier-solch
einengeschlossenewegnicht null ist! Das Vektorfeld ist daheglobal auf R? nicht konserva-

tiv. Unterbindet man aber die djlichkeit geschlossener Wege einmal oder mehrmals um den
Ursprung herum, in dem man die Ebeaifschneidet®, ist das Feld konservativ.
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Fig. 3




